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A new method of cluster analysis for objects characterized by 
ordina1�scaled and mixed variables is described, that is a partition
ing method with an iterative relocation procedure. The search 
for objects which should be reallocated to another cluster is 
based on a clustering criterion defined for nominal-scaled and/or 
ordinal-scaled variables. This clustering criterion possesses proper
ties comparable to the trace (W) criterion for metric variables. 
Starting point of the discussion and methodical foundation are 
measures for dispersion for nominal and ordinal variables with 
desirable properties. Thereafter the partitioning methods for 
ordinal, for nominal and for ordinal and nominal variables are 
discussed. In order to include metric variables it is necessary to 
transform these variables into ordinal variables. By this transfor� 
mation only the "distance�information" of metric variables is 
lost, the "order�information" is preserved to an extent which is 
controllable by the user. (Author) 

I .  Vorbemerkung 
Jeder, der sich heutzutage mit Fragen der praklischen 
Anwendung von Verfahren der Numerischen Klassifika
tion - insbesondere in den Wirtschafts� und )ozialwis� 
senschaften - beschaftigt, weil>, dal> es derzeit 'n diesem 
Bereich zumindest drei weitestgehend ungelaste Pro
bleme gibt: 
I. Die Natwendigkeit der Narmierung bei unterschied

lich skalierten (dimensianierten) metrischen Merkma
len (das ist das bekannte Invarianzproblem). 

2. Es gibt keine leistungsrahigen Klassifikatiansverfahren 
fur kamparative (ardinal-skalierte) Merkmale, flir de
ren Auspragungen kein Abstand definiert isl. 

3 .  Es ist derzeit nicht maglich, Merkmalstrager zu k1assi
fizieren, die durch metrische und komparative und 
k1assifikatarische (naminal-skalierte) Merkmale ge
kennzeichnet sind, es sei denn, man ist bereit, erheb� 
liche Informationsverluste hinzunehmen. 

Ieh werde im falgenden liber einen Varschlag zur Lasung 
dieser Probleme berichten. Grundlegend dafur ist eine 
Arbeit liber "Ein Streuungsmal> fUr kamparalive Merk
male", die ich klirzlich gemeinsam mit meinem Mitarbei� 
ter, Reinhard Dabbener, vertiffentlicht habe (I), verg!. 
auch (2). 

*. Presented at: 6. Jahrestagung der Gesellschaft ftit Klassifika� 
tion, Spezielle Interessengruppe "Numerische Klassifikation", 
Augsburg, FRG, 1 July 1982 
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2. Methodi,che Grundlagen 

2.1 Streuung k1assifikatorischer Merkmale 
Das zu beschreibende Verfahren beruht ganz entschei
dend auf der Entropie. Flir klassifikatarische (nominal
skalierte) Merkmale ist die mittlere Entropie ein inzwi
schen gebrauchliches Streuungsmal>, dessen Eigenschaf
ten mit denen der Varianz verg!eichbar sind. Die Entro
pie ist fUr das i-te Merkmal A; wie falgt definiert 

1 Li 
H(AJ = Id n - n 2: nife Id nil , 1= 1 (I) 

dabei ist Id der Lagaritlunus zur Basis 2, nil sind die 
absaluten Haufigkeiten der L; Auspragungen und n ist 
die Summe der nil . Man definiert: O ld 0 := 0 . 

Die Entropie hat vor allem falgende Eigenschaften:  
Sie ist - als Funklian der Hiiufigkeiten - stelig. 
Es gilt: 0 ';;; H(A;) ';;; Id 4, mit H(Ai) = 0 flir eine 
Ein-Punkt-Verteilung (Streuung minimal) und H(A;) 
= Id L; flir eine Gleichverteilung;(Streuung maximal). 

Mithin ist die Entrapie auf das Intervall [0;1] narmier
bar: 

H(A;) 
0 ';;; Id L. = H(ADnorm . .;;; 1 . (2) 

I 

Die tatale Entropie 

HT(A;) = n . H(Ail (3) 

ist ein mit der Fehlerquadratsumme verg!eichbares Streu
ungsmal> flir k1assifikatarische Merkmale, das wegen 

0 ';;; HT(A;) ';;; n . Id 4 (4) 

auf das Intervall [O;n] narmiert werden kann, 

HT(A;) 
0 ';;; Id 4 = HT(A;)norm . .;;; n , (5) 

und dann, wie die normierte mittlere Entropie auch, 
unabhangig von der jeweiligen Anzahl der Auspragungen 
L; ist. 

Flir m (statistisch unabhiingige) k1assifikatarische 
Merkmale, also flir eine Datenmatrix X vam Typ (m,n), 
ist die gemeinsame normierte Entropie (Streuung) durch 

m 
H(K)norm. = .2: H(A;)norm. 1 = 1  

(6) 

und die gemeinsame normierte tatale Entropie durch 

(7) 

gegeben. 
Abschliel>end hierzu sei erwahnt, dal> die Entrapie -

wie die Fehlerquadratsumme auch - zedegt werden 
kann in die Entropie innerhalb der Klassen und die 
Entropie zwischen den Klassen. 

2.2 Streuung komparativer Merkmale 
Mit Hilfe der Entrapie lal>t sich ein Streuungsmail flir 
komparative Merkmale konstruieren, welches die vorge� 
gebene Rangardnung der Merkmalsauspragungen berlick
sichtigt und varianzahnliche Eigenschaften be,itzt. 

Sei V; ein kamparatives Merkmal mit endlich vielen 
Auspragungen 4 
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V(l) < V(2) < . . .  < V,W < . . .  < V(Li) , , , , (8) 

denen die absoluten Hiiufigkeiten 

(9) 

zugeordnet sind. (Es kann o.B.dA. angenommen werd"", 
dall die Auspriigungen Ordinalzahlen sind.) 

Die Verteilung eines solchen komparativen Merkmals 
liillt sich·kumulieren. 

L nil = nip (1=2,3,  . . .  ,Li ;P= I,2, . . .  ,Li-I) (10) 
l > p  

gibt zum Beispiel an, wie groll die Anzahl der Merkmals
triiger mit Auspriigungen VP ), die groiler als eine 
vorgegebene Auspriigung vip) sind, ist. 

Entsprechend ist 

n = L n'l ::: n - n� 
l>p I Ip (1 1) 

die Anzahl der Merkmalstriiger, deren Auspriigungen Vii) 
kleiner oder hOchstens gleich der vorgegebenen Ausprii· 
gung vip) sind. 

Betrachtet man nun die kumulierten absoluten Hiiu
figkeiten 

nifp und n - nij-p fUr p = I , 2, . . .  , 1.; - 1  (12) 

als Hiiufigkeiten biniirer Merkmale, dann ist es zuliissig, 
die Verteilung eines komparativen Merkmals Vi mit Li 
Auspriigungen in Li-I selbstiindige biniire Merkmale 

(13) 

zu transformieren. 
Die Verteilungen der biniiren Merkmale Bp sind 

durch die absoluten Hiiufigkeiten 

absolute Hiiufigkeiten der 
biniires Merkmal 1 .  Auspriigung 2. Auspriigung 

BI nil n - nil 
B2 • ni2 n - ni2 

. 

Bp nip n - nip 

BLi- 1 niLj - l  n - n{Li- 1 

gekennzeichnet. 
Die kumulierten Hiiufigkeiten eines komparativen 

Merkmals werden also auf die.binaren Merkmale tibertra
gen. Dabei bleibt die Ordnungsstruktur (die Ordnungsin
formation) des komparativen Merkmals voll erhalten, 
denn die biniiren Merkmale sind im allgemeinen nicht 
statistisch unabhiingig. 

Wird die Verteilung eines komparativen Merkmals Vi 
mit Li Auspriigungen auf Li-I selbststiindige biniire 
Merkmale Bp (p= I ,2, . . .  ,Li-I) abgebildet, dann ist 
die mittlere Entropie (Streuung) eines jeden biniiren 
Merkmals durch 

H(Bp) = Id n - Hn� Id n� + (n-ni�) Id (n-n�)l , (14) 

p = 1 , 2, . . .  , Li - 1 , 

16  

gegeben, so dall - unter Ausntitzung des Additivitiits
eigenschaft der Entropie -

Li- 1 
S(Vi) = L H(Bp) p =l 

(15) 

als Streuungsmall des komparativen Merkmals Vi aufge
fallt werden kann. 

Dieses StreuungsmaP" hat eine ganze Reihe wlinschens
werter Eigenschaften, von denen ich aber nur die wich
tigsten nennen werde. 

1 .  Da zur Berechnung von S(Vi) nur die kumulierten 
Hiiufigkeiten verwendet werden, ist das Mall vollig unab
hiingig von der Art der Kodierung der Auspriigungen 
Vii) . Es wird lediglich vorausgesetzt, dail in der Menge 
der (vorgegebenen) Auspriigungen eine Ordnungsrelation 
existiert. 

2. Mithin ist S(Vi) sowohl invariant gegentiber Ver
schiebungen als auch invariant gegentiber bijektiven 
monotonen Transformationen der Auspragungen. 

3. S(Vi) ist, als Funktion der Haufigkeiten, stetig. 
4. Aus der Konstruktion von S(Vi) folgt, dall die 

Li-l binaren Merkmale im allgemeinen nicht statistisch 
unabhiingig sind. Vor allem diese Eigenschaft ist fUr die 
Streuungsmessung von besonderer Bedeutung, denn sie 
bewirkt, dafl die in der Ordnungsrelation der Auspriigun
gen VP ) und den kumulierten Hiiufigkeiten enthaltene 
Information (und nur diesel tiber die Streuung des kom
parativen Merkmals adiiquat auf die biniiren Merkmale 
tibertragen wird, so dall die Ordnungs-Eigenschaften des 
komparativen Merkmals erhalten bleiben. 

5. Es gilt 

(16) 
dabei ist S(Vi) = 0 ,  falls nilo = n fUr irgendein 10 
(Streuung minimal), und S(Vi) = 1.;-1 ,  falls nil = 
niLi = n/2 (Streuung maximal). 

Daraus folgt, dail S(Vi) auf das Intervall [0,1] nor
miert werden kann: 

S(Vi) 
O';; S(Vi)nonn. = L.-I .;; I .  (17) 

, 

6. Die gemeinsame Streuung von m komparativen 
Merkmalen liillt sich - analog zur Entropie und Fehler
quadratsumme - durch 

m m 

.L S(Vi) oder .L S(Vi)nonn. 
1=1 1=1  

messen. 

(18) 

7. Wird eine Gesamtheit G vom Vmfang n in K 
Klassen vom Vmfang nk > k=1 ,2, . . . ,K, ��rlegt, so lailt 
sich auch die Streuung eines komparativen Merkmals 
S(Vi) = S(Vi)G zerlegen, und zwar in eine interne Streu.
ung S(Vi)int. und eine externe Streuung S(Vj).xt. , so 
dall 

S(Vi)G = S(Vi)int. + S(Vi).xt. 
dabei ist 

(19) 

(20) 

und S(Vi)k ist die Streuung des Merkmals Vi inner
halb der k-ten Klasse. 
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Es gilt: 

0 ';; S(Ui)int .;; S(Uih , (21) 

mit S (Ui)int. = 0, falls S(Uih = 0 flir alle k (in allen 
Klassen Ein-Punkt-Verteilungen), und S(Ui)int. = 

S(Ui)G ,  falls sich die Verteilungen von Ui in allen k 
Klassen nicht unterscheiden. 

3. Klassiftkationsverfahren 

3.1 Einfiihrendes 

Verfahren der Numerischen Klassifikation haben (im all
gemeinen) die Aufgabe, eine gegebene Menge von n 
Merkmalstriigern, die durch m Merkmale gekennzeich
net sind, derart in disjunkte Klassen zu zedegen, daB die 
Merkmalstrager, die einer Klasse zugeordnet werden, ein� 
ander beztiglich aller Merkmale in einem bestimmten 
Sinne moglichst "iihnlich" sind. Die Klassen selbst sollen 
sich moglichst stark unterscheiden. 

Bei einer ganzen Reihe gebriiuchlicher Klassifikations
verfahren gelten die Merkmalstriiger einer Klasse dann als 
"ahnlich", wenn die Streuung innerhalb dieser Klasse 
klein ist und eine Partition der Gesamtheit in K Klassen 
(PK) gilt dann als gut, wenn die Streuung innerhalb der 
K Klassen minimal ist. 

Nachdem nunmehr auch flir komparative Merkmale 
ein StreuungsmaB mit den erforderlichen Eigenschaften 
existiert, ist es naheliegend, flir die Klassifikation von 
Merkmalstriigern anhand kamparativer Merkmale geeig
nete Verfahren zu entwickeln. lch werde zeigen, daB mit 
einem solchen Verfahren auch gemischte Merkmale ver
arbeitet werden kennen. 

Grundlage der Ausflihrungen ist die folgende Daten
matrix � vom Typ (m,n): 

j n 

} In, komparatlve Ml 

� =  i } In2 klassifikatorische M l  

i _ _  _ 

} In3 metrische M I 
In 

Eine Gesamtheit yom Umfang n soil in K Klassen zer
legt werden. Die Merkmalstriiger sind durch m, kompa
rative und ffi2 klassifikatorische und m3 metrische 
Merkmale, insgesamt also durch ill} + ffi2 + ffi3 = m 
Merkmale gekennzeichne!. 

Obwohl wir auch ein leistungsfahiges hierarchisches 
Verfahren entwickelt haben, werde ich mich hier darauf 
beschriinken, ein Austauschverfahren flir komparative 
Merkmale.zu beschreiben. 

Austauschverfahren versuchen bekanntlich, eine gege
bene (meist zufallige) Startpartition der Gesamtheit in 
K Klassen (PK) iterativ beztiglich eines bestimmten Gti
tekriteriums 

(22) 
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zu verbessern. Dabei wird sukzessiv fUr jeden einzelnen 
Merkmalstriiger geprtift,. ob es - im Hinblick auf die Gti
tefunktion - von Vorteil ist, diesen Merkmalstrager aus 
seiner Klasse zu entfernen und ein�r anderen Klasse zu
zuordnen. Wenn eine Verbesserung - in der Regel eine 
Verkleinerung - der Gtitefunktion moglich ist, wird der 
Merkmalstriiger jener Klasse zugeordnet, die die groBte 
Verkleinerung der Gtitefunktion bewirk!. Dieses Vorge
hen wird so lange fortgesetzt, bis eine weitere Verkleine
rung der Gtitefunktion - zumindest auf diese Weise -
nicht mehr moglich is!. Dadurch wird ein zumindest 
"lokales Minimum" der GGte"funktion gefunden. 

Austauschverfahren haben den Vorteil, daLl sie durch 
die Verwendung geeigneter Gtitefunktionen relativ leicht 
an die verschiedenen Merkmalstypen angepaLlt werden 
konnen. 

3.2 Ein Verfahren fur komparative Merkmale 

Gtitefunktionen werden in der Regel aus Streuungsma
Ben abgeleitet, die flir den jeweiligen Merkmalstyp zuliis
sig sind. 

Unter Verwendung "des oben definierten Streuungs
maBes fUr komparative Merkmale ist 

K m, 
g(�! ,PK) = L nk .L S(Ui)nonn.,k = 

k = 1  1 = 1  

m,  
= n L S{Ui)norm int -)- min. 

i = 1  " ' " PK 

(23) 

eine geeignete GUtefunktion, die Werte des IntervaHs 
[O,m!n] annehmen kann. 

Die Verwendung der normierten Streuungen inner
halb der Klassen - also von S(U;)nmm.,k - hat dabei 
den Vorteil, daB jedes komparative Merkmal Ui - un
abhiingig von der Anzahl seiner Auspriigungen L; - mit 
einem numerisch gleichen (maximalen) Gewicht in den 
Klassifikationsproze:l1 eingeht, denn die normierte Streu
ung eines jeden komparativen Merkmals varHert im Inter
vall [0,1 ]. Dabei erscheint wesentlich, daB dies nicht nur 
flir den gesamten Datensatz, sondern auch fUr die einzel
nen Klassen gilt. 

Mit dieser Gtitefunktion ist - wie erste Experimente 
gezeigt haben - ein leistungsfahiges Klassifikationsver
fahren flir komparative Merkmale definier!. 

Wenn die Anzahl der komparativen Merkmale m, 
und auch die jeweilige Anzahl ihrer Auspriigungen Li 
graLl ist, ist jedoch die Anzah! der zu verarbeitenden 
biniiren Merkmale erheblich (Speicherplatz). Bei prakti
schen Anwendungen hat sich aHerdings gezeigt, daLl die 
Anzahl der Auspriigungen komparativer Merkmale selten 
groBer als sieben ist. 

3.3 Ein Verfahren fUr klassiftkatorische Merkmale 

Ganz analog ist mit der Gtitefunktion 

K rot +m2 
g(�2,PK) = L nk . L H(Ai)no,m. ,k -+ min , (24) 

k = t  l=rn1 + 1  PK 

0 ';; g(�2 ,PK) ';; m2n , 

ein Austauschverfahren flir klassifikatorische Merkmale 
definier!. 
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Diese GUtefunktion basiert - wie die GUtefunktion 
fUr komparative Merkmale auch - auf Entropien, die auf 
das Intervall [0,1 ] normiert sind, so daB auch jedes 
k1assifikatorische Merkmal Ai - unabhangig von der 
Anzahl def Auspragungen Li - mit einem numerisch 
glOichen (maximalen) Gewicht in die Klassenbildung ein
geht. Sowohl im gesamten Datensatz wie auch innerhalb 
der Klassen varHert der numerische Beitrag eines jeden 
Merkmals zur Gesamtstreuung zwischen 0 und 1 .  

3.4 Ein Verfahren fiir gemischte Merkmale 

3.4.1 Komparative und k1assifikatorische Merkmale 

Die Konstruktion der GUtefunktionen g()(l,PK) lind 
g()(z,PK) in Verbindung mit der Additivitatseigenschaft 
der Entropie laBt es zu, mit 

g(X1 1Xz ,Pd = g(X, ,PK) + g(Xz ,PK) -> min , (25) - - - - - PK 

0 ';; g()(d)(z ,PK) ';; (m, +mz)n , 

eine Glitefunktion - und damit ein Austauschverfahren 
- fUr komparative und k1assifikatorische Merkmale zu 
definieren. 

Die Normierung der Entropien bewirkt dabei, daB die 
einzelnen komparativen Merkmale Ui, i = 1 ,  2, . .  " m 1 ,  
- auch innerhalb der Klassen - das numerisch gleiche 
(maximale) Gewicht wie die einzelnen k1assiflkatorischen 
Merkmale Ab i = ml + 1 ,  . . . , m! + m2 ,  besitzen. Die 
beiden Teile der GUtefunktion haben - wie es sein soll 
ein Gewicht, das nur von den einzelnen Streuungen und 
der Anzahl der Merkmale eines jeden Typs abhang!. Kein 
Merkmal kann andere Merkmale numerisch dominieren. 

3.4.2 Die Einbeziehung rnetrischer Merkrnale 
Die Einbeziehung metrischer Merkmale in das oben be
schriebene Austauschverfahren ist nicht ohne jeglichen 
Informationsverlust moglich. 

Angesichts der Tatsache, 
daB wegen der im allgemeinen unterschiedlichen Di
mension metrischer Merkmale eine - wie -immer gearM 
tete - N ormierung der metrischen Merkmale unum
ganglich ist und eine Normierung in vielen Fallen nur 
auf der Basis des gesamten Datensatzes moglich ist, 
daB die Klassifikationsergebnisse in der Regel nicht 
unwesentlich von der jeweiligen Art der Normierung 
abhiingen, 
da!> keine der gebriiuchlichen Normierungen fUr prak
tische Anwendungen ausgezeichnet ist und schlie!>lich 

- dall DOBBENER (2) nachgewiesen hat, daB dieses 
Invarianzproblem zumindest bei Verwendung von 
Distanzen offenbar nicht losbafoist (3), 

scheint es vorteilhaft zu sein, auf gewisse - ohnehin hau
fig nicht eindeutig verwertbare - Abstands-Informatio
neo metrischer Merkmale zu verzichten und das Inva
rianzproblem auf eine vollig andere Weise zu losen. 

Wi,d der Wertebereich eines metrischen Merkmals Xj 
in Li disjunkte, aber nicht notwendigerweise aquidi
stante Klassen (Intervalle) eingeteilt, dann konnen die 
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Klassenmitten oder Klassenrnittelwerte oder - wenn die 
Klassen aufsteigend durchnumeriert werden - die Klas
sennummem (Ordinalzahlen) wie Auspriigungen eines 
komparativen Merkmals behandelt und den Merkmalstrii
gem - anstelle der metrischen Merkmalswerte - zuge
ordnet werden. 

Werden die metrischen Merkmale auf diese Weise in 
komparative Merkmale transformiert, so bleiben die In
formationen Uber die GrMenordnung der Merkmalswer
te erhalten. Diese Ordnungs-Information kann durch 
eine zweckdienliche Festlegung der Anzahl der Intervalle 
und der Intervallgrenzen mit nahezu beliebiger Genauig, 
keit ausgesch6pft werden, denn fUr die Anzahl der Inter
valle, also der Auspragungen des komparativen Merkmals, 
gibt es theoretisch nur die Einschrankung, daB sie end
lich sein muB. FUr praktische Anwendungen dUrfte es 
wahl ausreichen, metrische Merkrnale in komparative 
Merkmale mit weniger als 20 Auspragungen zu transfor
mieren; doch sind die diesbezUglichen Experimente noch 
nicht abgeschlossen. 

Bei dieser Transformation gehen lediglich Abstands
Inforrnationen verloren. Doch diese Infonnationen sind 
- im allgemeinen - von nur geringer praktischer Bedeu
tung. Hinzu kommt, daB zum Beispiel im Bereich der 
Sozial- und Wirtschaftswissenschaften zahlreiche Merk
male entweder komparativ oder zumindest in ihrem 
Kern yom Typ "komparativ" sind oder nur ilue Ord
nungs-Information von Interesse ist (auch wenn sie wie 
metrische Merkmale behandelt werden). 

Nach der Transformation aUer metrischen in kompa
rative Merkmale enthalt die Datenmatrix X nur noch 
komparative und klassifikatorische Merkmale, so daB mit 
der oben angegebenen GUtefunkton, 

g(X, IXz ,PK) -> min , - - PK 

0 ';; g()(l l)(z ,Pd ';; m n  

Merkmalstrager anhand gemischter Merkmale iterativ 
klassifiziert werden konnen. 

4, Schlullbemerkung 

FUr das zuvor beschriebene Klassifikationsverfahren exi
stiert bereits die O-Version eines recht umfangreichen 
Programmpakets. Erste Experimente haben die erwartete 
Leistungsfahigkeit des Verfahrens bestatigt. 
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